Stetige Funktionen

Der Graph einer stetigen Funktion läßt sich – salopp formuliert – in einem Zuge zeichnen und kann daher keine „Sprünge“ aufweisen.

Betrachten wir zunächst einmal eine Funktion, die sich eben nicht in einem Zuge zeichnen läßt, um so vielleicht zum Kern der Stetigkeit vorstoßen zu können. Wir wählen dazu die Funktion

f : IR 
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 IR mit x 
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Sprung an der Stelle x = 1
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Offenbar macht die Funktion an der Stelle x = 1 einen Sprung – läßt sich also nicht in einem Zuge zeichnen; denn es ist
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2)  f(1) = 2
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An der Sprungstelle sind der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert voneinander verschieden, was somit die Unstetigkeit der Funktion an der Stelle x = 1 begründet.

Die Unstetigkeitsstelle x = 1 läßt sich auch mit dem (-(-Kriterium charakterisieren. Wir können nämlich wegen des Sprunges sagen, daß wir nicht zu jedem ( > 0 ein ((() > 0 finden, so daß gilt:
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Stetigkeit würde also nur dann vorliegen, wenn zu jedem beliebig vorgegebenen „Toleranzbereich“
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sich stets eine Umgebung 
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 angeben ließe, so daß die Funktionswerte aller x ( 
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 sich im Toleranzbereich befinden.

Mit den vorangehenden Betrachtungen können wir nun präzise formulieren, was unter Stetigkeit zu verstehen ist.

Definition
(Stetigkeit)

Gegeben sei eine Funktion f : ID 
[image: image12.wmf]®

 IW. Die Funktion f heißt im Punkte a ( ID stetig, wenn
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ist. Gleichbedeutend mit dieser Aussage ist, daß 
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gilt.

Mit Hilfe des (-(-Kriteriums definiert man: Die Funktion f ist stetig im Punkte a ( ID, wenn es zu jedem ( > 0 ein (((,a) > 0 gibt mit
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Die Funktion f heißt stetig auf ID, wenn sie in jedem Punkt von ID stetig ist.
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Die geometrische Veranschaulichung der Stetigkeit zeigt, daß f(x) sich innerhalb des Toleranzbereiches befindet – von f(a) also einen Abstand hat, der kleiner als ( ist.

Gleichmäßige Stetigkeit

Vielleicht ist es ratsam, bezüglich der Definition der Stetigkeit auf den Punkt hinzuweisen, daß ( nicht nur von ( sondern auch von der auf Stetigkeit zu untersuchenden Stelle abhängt. Wie das nachfolgende Schaubild der Hyperbel f(x) = 
[image: image18.wmf]x

1

 zeigt, hängt bei Vorgabe des Toleranzbereiches von 2(( für die Funktionswerte die Größe der (-Umgebung auch von der zu untersuchenden Stelle ab. So ist im Schaubild für die Stelle x = b die (-Umgebung kleiner zu wählen als für die Stelle x = a.
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Spielt nun bei Stetigkeitsuntersuchungen die Stelle keine Rolle, so spricht man von gleichmäßiger Stetigkeit. Stetigkeit ist somit eine lokale Eigenschaft einer Funktion f und gleichmäßige Stetigkeit eine globale.

Jede Gerade ist beispielsweise gleichmäßig stetig.

Definition
(gleichmäßige Stetigkeit)


Gegeben sei eine Funktion f : ID 
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 IW. Die Funktion f heißt auf ID gleichmäßig stetig, wenn es zu jedem ( > 0 ein Universal-((() > 0 gibt mit
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Beispiele für stetige Funktionen

Bemerkung 1
(Stetigkeit der Geraden)



Die Funktion f : IR 
[image: image25.wmf]®

 IR mit  x 
[image: image26.wmf]a

m(x + n (m, n ( IR) ist auf  IR stetig.

Diese Bemerkung sieht man wie folgt ein. Seien a ( IR und ( > 0 beliebig und ((() = 
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, dann gilt:
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Nach Definition ist somit f stetig im Punkt a ( IR und damit auf IR stetig, da a beliebig gewählt wurde.

Darüber hinaus bemerken wir, daß die Wahl der (-Umgebung nicht von der zu untersuchenden Stelle abhängt. Somit haben wir sogar gleichmäßige Stetigkeit auf IR.

Bemerkung 2
(Stetigkeit der Parabel n-ter Ordnung)



Die Funktion f : IR 
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 IR mit  x 
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xn (n ( IN) ist auf  IR stetig.

Man zeigt zuerst induktiv, daß für x 
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 a und n > 1 
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 ist. Wir wählen dann ( > 0 und a ( IR beliebig und nehmen folgende Abschätzung vor:
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Offenbar können die beiden letzten Faktoren durch eine Schranke K nach oben abgeschätzt werden. Meiner Ansicht nach lohnt der formale Aufwand nicht, um am Ende der Abschätzung ein ( stehen zu haben.

Wir sehen trotzdem, daß es zu jedem ( > 0 ein (((,a) > 0 gibt mit
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Bemerkung 3
(Stetigkeit der Hyperbel)



Die Funktion f : IR\{0} 
[image: image37.wmf]®

 IR mit  x 
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]n
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 (n ( IN) ist auf  IR\{0} stetig.

Wir schätzen wie folgt ab:
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Bemerkung
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Da x aus der (-Umgebung von a ist, können wir |xn(an| nach unten durch ein L abschätzen. K erhalten wir wie in Bemerkung 2.

Damit ist, da a beliebig gewählt war, die Hyperbel auf dem gesamten Definitionsgebiet stetig.

Bemerkung 4
(Stetigkeit der n-ten Wurzelfunktion)



Die Funktion f : [0, ([  
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 IR mit  x 
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 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]n

x

 (n ( IN) ist auf  [0, ([ stetig.
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Wir haben nun an mehreren Beispielen gesehen, wie mit Hilfe der (-(-Definition der Stetigkeit nachgewiesen wurde, daß verschiedene Funktionen stetig sind.

Jedoch kann man sich die Arbeit, die Stetigkeit bestimmter Funktionen nachzuweisen, durch verschieden Überlegungen entscheidend erleichtern – etwa indem man die Stetigkeit mit der Konvergenz von Folgen koppelt. Mehr dazu erfahrt ihr unter 

www.gimmler.org/user_resources/237920//uploadedfiles/S%E4tze%20%Fcber%20stetige%20Funktionen%20und%20Anwendungen.doc
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